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Algebra [II. Examen I

Ejercicio 1. Calcular ¢g € Qlz].

Aplicando la férmula recursiva:

2 —1
Py =
P103
Y tenemos que:
pr=x—1
3 —1 9
¢3: =X +x+1
r—1

Por lo que:
it sl S S S
9251 z—1

Y si dividimos ahora este polinomio entre x* + x + 1, obtenemos ¢g = 2° + 23 + 1.

Ejercicio 2. Sea ( € C una raiz primitiva novena de la unidad, calcular todos los
subcuerpos de Q(().

Tenemos que Q < Q((¢) es de Galois y en teoria se ha visto que Q(¢) = U(Zy), que
tiene cardinal 6. Por tanto, tenemos que:

Aut(Q(Q)) = {7, T2, T4, 75, 77, T8 }

donde 7; viene determinada por { — (7. Tenemos que Aut(Q(¢)) = U(Zsy), que es
abeliano y de 6 elementos, luego tiene que ser isomorfo a Zg, por lo que tenemos 2
subgrupos no triviales de Zg, con lo que estamos buscando dos subcuerpos de Q(()
no triviales.

Buscamos ahora un generador de Aut(Q(¢)), sabiendo que {1,¢, (2, ¢3,¢*, ¢%} son
Q—Ilinealmente independientes.

C»l(aliwflvi)(g

Todos ellos distintos de (, por lo que 7 no es de orden 1, 2, o 3, luego ha de ser

de orden 6 (por el Teorema de Lagrange), luego un generador de G := Aut(Q(()).

Ademds, sabemos que 75 = 74, asi como que 75 = 73. De esta forma, los subgruposde

G son G, {idg)}, (73), (13); con (13) de 2 elementos y (75) de 3 elementos. Por la
conexién de Galois, tenemos que calcular los subcuerpos:

Q)™, Q)™

de los que conocemos su grado:

Q™ :Ql=(G: () =3 [Q™: Q=2
» Para Q™ sabemos que:
CHE+1=0
Por lo que ¢? es raiz de 22 + z + 1 € Qlx], polinomio irreducible (por ser

polinomio ciclotémico por ejemplo), con lo que ¢? tiene grado 2 sobre Q, por
lo que seguro tendremos:

Q(¢*) = @
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» Para Q! observemos que:
¢ =¢=¢

con lo que:

(=T
¢ (=
Por lo que 73 mantedrs fijo el elemento (+¢®, de donde ¢34 € Q'™ por lo que
Q(¢®+¢) < Q™). Finalmente, veamos el grado de ¢® 4 ¢ y comprobemos que

es 3. Supuesto que ¢ + ¢® € Q y usando que {1,¢, ..., (%} son Q—linealmente
dependientes, vemos que:

¢ =0C =)= ¢

Por lo que:

(+¢¢F=¢-¢-¢
que no puede estar en Q, porque esto contradeciria que estos fueran Q—linealmente
independientes
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